Elec 5 Fonction de transfert — diagramme de Bode

1 Introduction au filtrage

1.1 Traitement du signal

e Une musique est un signal contenant plusieurs fréquences. Il est possible de donner un effet en appliquant
un filtrage, c’est-a-dire une opération qui modifie 'intensité de certaines fréquences. Par exemple, pour les
plus simples :

— un filtrage « passe-bas » permet d’atténuer les fréquences au-dessus d’un certain seuil (les basses
fréquences sont conservées) : cela permet de supprimer les sons aigus et de ne garder que les graves;

— un filtrage « passe-haut » permet d’atténuer les fréquences en-dessous d’'un certain seuil (les hautes
fréquences sont conservées) : cela permet de supprimer les sons graves et de ne garder que les aigus;

— un filtrage « passe-bande » permet d’atténuer toutes les fréquences en dehors d’un intervalle.

e Le but du traitement du signal est d’extraire I'information utile d’un signal issu d’un capteur ou de
multiples signaux se superposent au signal utile : bruits électromagnétiques, autres informations, etc.

— Pour recevoir la radio, on doit sélectionner le signal autour d’une bande de fréquence précise et éliminer
le reste;

— autre exemple, le signal délivré par le conditionnement d’une jauge de contrainte (capteur dont la
résistance dépend de la déformation) peut étre perturbé par des signaux a 50 Hz issu de l'alimentation
du pont de jauges.

1.2 Définition

Définition. Un filtre est un systeme qui traite un signal sur un critére fréquentiel.

Un filtre électronique est un quadripoéle :

e(t) Filtre s(t)

On note 'entrée e(t) et la sortie s(t). Il existe aussi des filtres mécaniques, des filtres de couleur, etc.

Définition.
— Un filtre passe-bas est un filtre qui ne laisse passer que les basses fréquences.
— Un filtre passe-haut est un filtre qui ne laisse passer que les hautes fréquences.

— Un filtre passe-bande est un filtre qui ne laisse passer qu'une bande de fréquence.




2 Un premier exemple de filtre : le filtre passe-bas RC

2.1 Schéma

e(t) Cc —— s(t)

On n’indique pas le reste du circuit mais attention, un filtre s’insere dans une suite d’éléments électroniques.
— e(t) peut venir d’un amplificateur, d’un pont de jauge, etc.
— s(t) peut aller vers un appareil de mesure, un comparateur, etc.

On étudie le filtre en sortie ouverte, c’est-a-dire que le courant entrant dans le bloc suivant est nul. Nous
verrons les conditions de cette hypothése a la fin du chapitre.

2.2 Fonction de transfert d’un filtre

Définition. La fonction de transfert d'un filtre est la grandeur complexe

ﬂ:

|t | [

ol S est I'amplitude complexe du signal de sortie et E celle du signal d'entrée.

Cas du filtre RC : On étudie le circuit en régime sinusoidal forcé : les tensions sont remplacées par leurs
amplitudes complexes et les composants par leurs impédances :

R

I=0 On applique la formule du pont diviseur de tension car les deux impé-
dances sont parcourues par le méme courant (sortie ouverte) :
E 1/jCuw s g Licw
= R+1/jCw™
1
=——F
1+jRCw
La fonction de transfert est donc :
1 1

o=

1+jRCw  1+j2

Ou w. = 1/RC.

La forme canonique de la fonction de transfert d’un filtre passe-bas du premier ordre est

14

H(w)

ou w,. est la pulsation de coupure du filtre et Hy une constante.

On souhaite en général étudier 'effet qu’a un filtre sur 'amplitude des différentes harmoniques du spectre :
on calcule donc le module de la fonction de transfert.



Dans le cas du circuit RC :

donc |H| =

Dans le cas du filtre RC, |H| = 1 donc la condition pour que la pulsation w soit dans la bande passante

est :

max

La bande passante du filtre RC correspond a l’ensemble des fréquences inférieures a w. = 1/RC.

2.3 Gain

Echelle logarithmique Pour visualiser la fonction de transfert sur de grands intervalles de fréquences, on
utilise ’échelle logarithmique :

décade

[ L [
0,1 0,2 0,3 1 2

I [ L [ R
8910 20 30 100 200 300 1000

Lo —
-
ol —
o —
- —

Le module de la fonction de transfert présente de grandes variations d’amplitude. Pour pouvoir les différencier,
on étudie le module de la fonction de transfert en échelle logarithmique. On définit alors :

Définition. Le gain d'un filtre est :
Gap(w) = 201log |H (w)|

ol log est le logarithme décimal. Le gain s'exprime en décibels (dB).

Remarque. Le logarithme décimal est tel que log (10) = 1, log (100) = 2, log (1000) = 3, etc. Il est définit comme :

log () =

Lorsque le gain diminue de 20 décibels, ’'amplitude du signal de sortie est divisée par 10.

Démonstration :

|H(w2)| = = —  20log(H(w)|) = <\H§c51)!>
(

= 201og (|H(w2)|) = 201og (| H(w1)|) — 201og (10)
< GdB(UJz) = GdB( ) —20dB

La bande passante est I’ensemble des pulsations / fréquences telles que Ggp(w) > Gpax — 3 dB.




Démonstration : la condition de la bande passante est équivalente & :

H
20log (H) > 201log (H\/‘%ax>

201og (H) > 20log (|Hl,,,,) — 2010 (V2)
—— —

—_——
Gmax 3 dB

Un gain nul signifie que 'amplitude de sortie est égale a 'amplitude d’entrée.

Démonstration : si Ggg(w) =0, alors |H| (w) = 1.

Calcul du gain pour le filtre RC :
1 2
Gap(w) = 201log | = —10log <1 + (:}j) )

2.4 Diagramme de Bode

Définition. Le diagramme de Bode d'un filtre est le tracé
— du gain du filtre;

— de la phase de la fonction de transfert.

Ces deux tracés sont réalisés en fonction de la pulsation ou de la fréquence représentés en échelle loga-
rithmique.

Phase : on repart de la fonction de transfert H = . Ainsi :

I+j-

We

p=arg(H)=—arg (1 +jw) donc p = — arctan (w)
w

c We

Le diagramme de Bode du filtre passe-bas d’ordre RC est présenté ci-dessous :
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Analyse asymptotique : on peut obtenir deux droites asymptotiques :
— w <L W w
I+j—=~1 donc H~1
We

Le module de la fonction de transfert est 1. Ainsi Ggp(w) = 0 : amplitude de sortie est égale a 'amplitude
d’entrée. D’autre part, ¢ = 0.

— W > W

w w
1+j—~j— donc H~—j—=
We We w

Le module de la fonction de transfert est 1/ (w/w.). Ainsi Ggp(w) = —201log (w/w,). Le gain diminue de 20
dB par décade : cela veut dire que si w est multiplié par 10, le gain baisse de 20 dB. La phase tend vers
—m/2 (H est un imaginaire pur de partie imaginaire négative).

— w=uw.: H=1/(14]) si bien que Ggp(w) = 201log (1/\@) =-3dBet p = —n/4.

2.5 Lecture d’un diagramme de Bode
11 suffit de repérer le gain et la phase pour la fréquence du signal. Si e(t) = A cos (wt), la sortie sera :
s(t) = |H(w)| A cos (wt + p(w))
On trouve |H(w)| en inversant la formule du gain :

Gap(w) =20log |[H(w)| < |H(w)| =107/

EgApplication Filtrage d’un signal triangle

Ecrire le signal temporel résultant du filtrage d’un signal suivant :

e (‘”%) A o) + A (5wct>
s | — — — SIn (We — SIn
3 9 25 3

Il faut lire graphiquement les valeurs du gain et de la phase pour chacune des fréquences :

— La pulsation du fondamental est w./3. A cette pulsation, on lit Ggg = —0,5 dB, ce qui correspond &
un atténuation du signal d’un facteur 107920 = 0.95. On lit ensuite la phase ¢ (w./3) = —0,35 rad.

— La pulsation de la premiére harmonique est we. A cette pulsation, on lit Ggg = —3 dB, ce qui
correspond a un atténuation du signal d’un facteur 1073/20 = 0,7. On lit ensuite la phase ¢ (w.) =
—m/4 rad.

— La pulsation de la seconde harmonique est 5w./3. A cette pulsation, on lit Ggg = —6 dB, ce qui
correspond & un atténuation du signal d’un facteur 10-6/29 = 0,5. On lit ensuite la phase ¢ (5w /3) =
—1 rad.

Le signal apres filtrage est donc :

. We A . s A . 5006
0,95 x Asin (375 — 0,35) —0,7 x 9 sin (wct — 4> 4+ 0,5 x % sin < 3 t— 1)

2.6 Effet du filtre a haute fréquence

Les hautes fréquences sont atténuées.

Définition. Un signal périodique de pulsation fondamentale wy, filtré par un filtre passe-bas de pulsation
de coupure w. est moyenné. La sortie du filtre est un signal égale a la valeur moyenne du signal d’entrée.




Plus précisément, on peut écrire :

Hex o =2
i jw
Ainsi : o
S=—"F
jw

Une division par jw équivaut a une intégration dans les réels.

Définition. Un signal périodique de pulsation fondamentale wy, filtré par un filtre passe-bas de pulsation
de coupure w, est intégré. La sortie du filtre est I'intégrale du signal d'entrée multiplié par w,.

2.7 Prévoir le comportement d’un filtre
A basse fréquence, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert, ainsi, on peut reproduire le

circuit ainsi :

—1{ I
D’apres la loi des nceuds, le courant traversant la résis-

e(t) s(t tance est nul, donc la tension aux bornes de la résistance
est nulle. Ainsi :

A IR e(t) = s(t)
A haute fréquence, le condensateur se comporte comme un fil, ainsi, on peut reproduire le circuit ainsi :
R

I:I 1=0

e(t) s(t)

La tension aux bornes d’un fil est nulle ainsi :

s(t)=0

| o
On retrouve donc le phénomene que 'on a mis en évidence :

— a basse fréquence, la tension de sortie est égale a la tension d’entrée (gain et phase nulle);

— a haute fréquence, la tension de sortie est nulle (module de la fonction de transfert nul).

2.8 Bilan

Pour ’étude d’un filtre :

— On fait I’étude a basses fréquences (le condensateur se compte comme un interrupteur ouvert et la bobine
comme un fil) et & hautes fréquences (le condensateur se compte comme un fil et la bobine comme un
interrupteur ouvert) ;

— on écrit le circuit avec les amplitudes complexes et les impédances des composants ;
— on fait un pont diviseur;

— on calcule 'amplitude complexe puis le gain en dB.

3 Le filtre passe-haut du premier ordre

Les facons de réaliser un filtre passe-haut sont nombreuses. Par exemple :




» Comportement asymptotique. A basse fréquence, le condensateur se comporte comme un interrupteur
ouvert, ainsi, on peut reproduire le circuit ainsi :

t=0

Le courant est nul, donc la tension aux bornes de la résis-
R | s(t) tance est nulle :

-«
e(t)

s(t)=0

A haute fréquence, le condensateur se comporte comme un fil, ainsi, on peut reproduire le circuit ainsi :

1=0

On a immédiatement :
e(t) R |s(t)
s(t) = e(t)

» Fonction de transfert.

1/jCw I—0 On applique la formule du pont diviseur de tension :

2= 5 Rl E_1ingé £
E R M= b
En notant w, = 1/RC :
i

S
S = < F
2T e
La forme canonique de la fonction de transfert d’un filtre passe-haut du premier ordre est
L
H(w) = e
H) = o e
ol w, est la pulsation de coupure du filtre.
» Gain.
w w
|H(w)| = —=2e—— donc Gap(w) = 20log | —=2e——
2 2
1+ (2) 1+ (2)
» Phase.

LW L w
p = arg <J) —arg (1 +J>
We We

0 w
¢ = — — arctan ()
2 We

» Diagramme de Bode et droite asymptotiques.
—w <L W

w
1+j—~1 donc H~j—
We We

Le module de la fonction de transfert est w/w.. Ainsi G4p(w) = 20log (w/w.). Le gain augmente de
20 dB par décade. La phase tend vers /2 (H est un imaginaire pur de partie imaginaire positive).



— W > We o w
1+j—~j— donc H~1
We T We
Le module de la fonction de transfert est 1. Ainsi Ggg(w) = 0 : I'amplitude de sortie est égale a
I’amplitude d’entrée. D’autre part, ¢ = 0.
— w=we: H=j/(1+]) si bien que Gan(w) = 20log (1/v2) = ~3dB et ¢ = 7/2 — 7/4 = 7 /4.

1.5

[} —~
=2 El
- £
(3’ S T
4
0.5
0
107
w w
r=— r=—
wo

Remarque. Aux basses fréquences, on peut approximer H a simplement :

H

We

Ainsi :
I de

S=i—F it t) = —
S chi soi s(t) T

(t)

La sortie est la dérivée de la fonction d'entrée, divisée par w, : le comportement du filtre est dérivateur.

4 Deux filtres du second ordre

4.1 Le filtre passe-bas du second ordre
Les fagons de réaliser un filtre passe-bas du second ordre sont nombreuses. Le plus simple est de faire ce
montage :
L R
1=0
o}

e(t) Cc — ‘s(t)

» Comportement asymptotique. A basse fréquence, le condensateur se comporte comme un interrupteur
ouvert et la bobine comme un fil, ainsi, on peut reproduire le circuit ainsi :



i=0
N I ey Le courant est nul (le condensateur se comporte
comme un interrupteur ouvert), donc la tension aux
e(t) s(t) bornes de la résistance est nulle :
° ° s(t) = e(t)

A haute fréquence, le condensateur se comporte comme un fil et la bobine comme un interrupteur ouvert,
ainsi, on peut reproduire le circuit ainsi :

R

La tension aux bornes d’un fil est nulle :
e(t) s(t)
s(t) =0

Les basses fréquences passent mais pas les hautes : on peut prévoir un comportement passe-bas.

» Fonction de transfert.

JLw R I=0 On applique la formule du pont diviseur de tension :
T R+jLw+ g
1

= . N E
1+jRCw + (jw)” LC

On souhaite faire intervenir le facteur de qualité du circuit RLC série et la pulsation propre. Ainsi, on
obtiendra la forme générique de la fonction de transfert du filtre passe-bande.

Ow _ Lty 1
"~ R\\CVLC RC

S = : ——E
1+J%Q+(Jﬂ)

wo

Ainsi :

La forme canonique de la fonction de transfert d’un filtre passe-bas du second ordre est

Hy
H(w)_l v (iw)?
+WOQ+<MO)

avec wg la pulsation propre du filtre et Q) le facteur de qualité du filtre.

» Gain.

Gap(w) = —10log ((1 - (:;)QY N (JQ)Q)

» Diagramme de Bode et droite asymptotiques.




— w<Kuwp: )
1+Jw—|—<‘]w> ~1 donc H=~1
wo@  \wo
Le module de la fonction de transfert est 1. Ainsi Ggp(w) = 0 : 'amplitude de sortie est égale a
I’amplitude d’entrée. D’autre part, ¢ = 0.

g () g

- — ] = =] onc H=-j

wo@ wo wo@

Le module de la fonction est . Ainsi Ggp(w) = 20log (@) : il peut y avoir une résonance, d’autant

plus marquée que @ est grand. La phase vaut —m/2 (H est un imaginaire pur de partie imaginaire
négative).

— W =uwp :

— w>uWwp

. . 2 . 2 2
1+ Y + (Jw) ~ (Jw> donc H~— <w0>
wo®@  \wo wo w
Le module de la fonction de transfert est 1/ (w/wp)?. Ainsi Gqp(w) = —40log (w/wp). Le gain diminue

de 40 dB par décade : le filtre est plus sélectif que le passe-bas d’ordre 1. La phase tend vers
—m (H est un réel négatif).
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4.2 Le filtre passe-bande du second ordre

Les fagons de réaliser un filtre passe-bande sont nombreuses. Le plus simple est de faire ce montage :

» Comportement asymptotique. A basse fréquence, le condensateur se comporte comme un interrupteur
ouvert et la bobine comme un fil, ainsi, on peut reproduire le circuit ainsi :

¢ Le courant est nul (le condensateur se comporte
comme un interrupteur ouvert), donc la tension aux
R |s(t) bornes de la résistance est nulle :

s(t) =0

10



A haute fréquence, le condensateur se comporte comme un fil et la bobine comme un interrupteur ouvert,
ainsi, on peut reproduire le circuit ainsi :

Le courant est nul (la bobine se comporte comme
un interrupteur ouvert), donc la tension aux bornes
e(t) de la résistance est nulle :

s(t) =0

On voit que ni les hautes fréquences, ni les basses fréquences ne passent : on peut prévoir un comportement
passe-bande.

» Fonction de transfert.

iLw 1/(Cw) 0 On applique la formule du pont diviseur de tension :
S = %E
R + JLw + m
£ R |S

On divise par R :

1
1 +j}%w + jREwi

ﬁ:

On souhaite faire intervenir le facteur de qualité du circuit RLC série et la pulsation propre. Ainsi, on
obtiendra la forme générique de la fonction de transfert du filtre passe-bande.

SR Uy 3 S T S B 1 2
°" R\ CVIC RC wo R\C "R
Ainsi :
g 1
T l4jRw+ S
Donc, comme 1/j = —j :
1
S= E

La forme canonique de la fonction de transfert d’un filtre passe-bande du second ordre est
1+30(5-2)

H(w)

avec wq la pulsation propre du filtre et ) le facteur de qualité du filtre.

» Gain.

Gap(w) = —10log <1 +Q° (w - w0>2>

wo w

11



» Diagramme de Bode et droite asymptotiques.

— w <KW :

w Wy jw

1+jQ<—)%—jQw0 donc ﬂmm

wo w w

Donc |H(w)| = % et Ggp(w) = 20log (cung> Le gain croit de 20 dB par décade. La phase tend

vers 7/2 quand w tend vers 0.

— W =Wwp :

. . 2
1—|—Jw—{—<Jw) =1 donc H=1
wo@ wo

Le gain est nul et la phase aussi.

— w>uwp

w Jwo
wo

w w
1+j@Q ( — wo) %jQOTO donc H~ o0

Donc G(w) ~ —20log <Qw) : le gain diminue de 20 dB par décade. La phase tend vers —m/2 quand
wo
w tend vers +o0.

7 QZO,B

Gap (dB)
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Remarque.
1. On a toujours H (wp) = 1, mais la bande passante autour de wy est d'autant plus étroite que () est grand.

2. Le comportement de ce filtre est dérivateur a basse fréquence et intégrateur a haute fréquence.

3. On obtient un comportement passe-haut du second ordre en prenant la tension aux bornes de la bobine.

5 Impédances d’entrée et de sortie

Nous avons fait ’étude en boucle ouverte ; en réalité, la sortie est branchée sur un autre quadripole (conver-
tisseur analogique-numérique, appareil de mesure, etc.). Rigoureusement, sur le schéma ci-dessous, le courant ieo
entrant dans le second bloc n’est donc pas nul :

le2
(R e
E, filtre S| Es bloc suivant S
[ ° e

12



Définition. On appelle impédance d’entrée d'un quadripdle le rapport des amplitudes complexes de la
tension d'entrée et du courant entrant. Ici :

E
Zo=71"
Considérons le cas du filtre passe-bas RC' :
f Ly
e
bloc suivant Sy
——e

Si le courant entrant I, est négligeable devant celui traversant le condensateur, alors ’étude faite précédem-
ment est valide (le courant traversant la résistance est le méme que celui traversant le condensateur et le pont

diviseur de tension est applicable). Or :

Io=jCws;
Ainsi, la condition [, <est :
! < jC
— w
7N

Soit :

Plus généralement, un bloc (comme un filtre) peut étre modélisé par un générateur de Thévenin :
S
o
N -

5 — 50 - Zsls

la grandeur Z, est nommée impédance de sortie. Pour un filtre, S est la tension de sortie calculée en sortie

ouverte.
On retiendra le résultat général :

Pour que tout se passe comme si chaque bloc était indépendant (en sortie ouverte), il faut que 1'impé-
dance de sortie du premier bloc soit faible devant I'impédance d’entrée du second, de sorte & négliger
le courant entrant dans le second étage.

En pratique, on emploie souvent des montages utilisant des amplificateurs opérationnels qui ont une tres

grande impédance d’entrée.
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